SERIES DE FOURIER, NOCIONES BASICAS
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Recordemos que una funcién f, definida en el intervalo cerrado y centrado
[-p,pr] , p > 0 es seccionalmente continua si y sélo si tiene las dos propiedades
siguientes:

f es continua en el intervalo, salvo finitos puntos ,a <x; <...<x, <b
Las discontinuidades, si existen, son todas de salto .

Geométricamente las graficas de las funciones seccionalmente continuas son
cualitativamente de la forma , por ejemplo como indica la Fig. 1.

Fig. 1

Designemos por PC[-p,p] :=1{f | f : [-p,p] = R,p > 0}, el conjunto de las
funciones seccionalmente continuas definidas en el intervalo centrado
[=p,plp>0
Geométricamente, por la interpretacién como en la Fig. 1, podemos imaginar que
f € PC[—p, p] es simplemente una curva ( grafica de una funcién seccionalmente
continua definida en el intervalo [-p, p],p > 0).

El estudio de las curvas en PC[-p,p] se pueden comprender mucho, con la
ayuda delasideas que definen un Espacio Vectorial. Estas ideas son esencialmente
tres, que se reducen al concepto que los elementos respectivos satisfagan las
propiedades naturales de un criterio de igualdad, un criterio para sumar y un
criterio para multiplicar por un namero real.

(i) Criterio de igualdad de curvas seccionalmente continuas.
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Dos funciones f, g € PC[—p, p] se consideran IGUALES si y sélo si las
imagenes , puntualmente coinciden salvo a lo més en finitos puntos. Mds
exactamente f = ¢ & f(x) = g(x), x € [a,]], salvo a lo mas finitos puntos.

Notese que si dos curvas difieren s6lo en finitos puntos, segtin la definiciéon
ordinaria del Célculo son distintas, sin embargo segin la definicién ante-
rior soniguales. La ventaja de considerar la definicién de igualdad anterior
es que bajo el punto de vista de la Integral Definida, que la usaremos més
adelante, dichas integrales coinciden.

(ii) ¢ Con que criterio SUMAMOS curvas ? .

La idea es simplemente sumar, en cada punto, las respectivas imagenes.

La suma tiene sentido ya que las imagenes son niimeros reales.

Mas formalmente , (f +g)(x) = f(x) + g(x) , Yx€[-p,pl, p>0.

La grafica siguiente, Fig. 2, muestra un ejemplo geométrico, donde la
curva mds gruesa (roja), representa la suma de las dos curvas més delgadas
(azules).

Fig. 2

(iii) ¢ Con que criterio MULTIPLICAMOS las curvas por ntiimeros reales ?.
La idea es simplemente multiplicar , en cada punto, las respectivas
imagenes ( que son ntimeros reales) por el nimero real que genéricamente
lo designaremos por A.

Mas formalmente , (Af)(x) =Af(x) , VA€R, VYx€[-p,p], p>0.

La gréfica siguiente, Fig. 3, muestra un ejemplo geométrico, dondela curva
maés gruesa (roja), representa la multiplicacién de la curva més delgada
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(azules) por el nimero real A = 3.

f

x::—p x;p
Fig. 3

Los tres criterios anteriores sobre las curvas de PC[—p, p], satisfacen las propiedades

usuales de los conceptos més abstractos de igualdad, suma y multiplicacién por
ntmeros reales. Por esta razén bajo el punto de vista del Algebra Lineal, PC[—p, p]
forman un Espacio Vectorial Real. Geométricamente, los vectores de este Espacio
son las curvas que son graficas de funciones seccionalmente continuas. Estas cur-
vas juegan el mismo rol que las flechas en el Espacio Vectorial de los segmentos
dirigidos y los Escalares del Espacio son los niimeros reales con toda su aritmética
usual.

En el Espacio Vectorial de los segmentos dirigidos se introduce un criterio de
multiplicaciéon entre segmentos dirigidos conocido con el nombre de Producto
Punto. Andlogamente en el Espacio Vectorial de curvas de PC[-p,p] vamos a
necesitar un criterio de Multiplicacién de Curvas. ; Como es este criterio ?.

Definicién 1. Sean las funciones (geométricamente curvas) f,g € PC[-p,p], p > 0.
Entonces se define el Producto de f por g (geométricamente graf(f) por graf(g)) por el
niimero real dado por la Integral definida:

p
<fg>= f flx)g(x)dx
-p

El Producto definido por la Integral satisface las propiedades usuales de un
producto, por ejemplo:

<f,g> = <gf> conmutatividad
<f,g+h> = < f,g>+<f h> distributividad del producto
respecto de la suma
<Af,g> = A<f,g>,A€R multiplicacién por escalar
<f,f>=0 & f= 0 es la funcién nula con el
criterio de igualdad de PC[-p, p].

Comentario: El producto anterior se llama Producto Interno y juega el mismo
rol que el Producto Punto en el Espacio Vectorial de los segmentos dirigidos.
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Definicién 2. Dos funciones (geométricamente curvas) no nulas f, g € PC[-p,pl, p > 0
son ORTOGONALES respecto del Producto Interno de PC[—p, p] dado por la integral si
ysélosi< f,g>=0.

Ejemplo 1. Las funciones f, g € PC[-mn, ] tales que f(x) =1, g(x) = senx, .o bien las
respectivas grdficas:

Fig. 4

Tt T
son ortogonales pues < 1,senx >= f_n senxdx = —cosx|" =0

La definicién anterior se generaliza en forma similar para finitas funciones no
nulas . Mds aun se generaliza para un conjunto infinito de funciones no nulas si
cada par de funciones no nulas son ORTOGONALES segtin la definicién anterior.

Ejercicio Interesante: El conjunto de infinitas funciones (geométricamente in-
tinitas curvas que son gréficas de las respectivas funciones ) es ORTOGONAL.

(1) P = {COS 7, sen T}neNo,meN

Demostraciéon: Solo hay que justificar que cada par de funciones diferentes en
el conjunto anterior son ORTOGONALES. Por célculo directo se tiene:

(i) Las funciones Seno y Coseno son ORTOGONALES ya que

nmx  mmx
VneNymelN; f cos — sen de =0, pues el integrando es impar

(ii) Las funciones Cosenos con diferentes argumentos son ORTOGONALES
yaqueV¥n,me Ny, n+m,

nmnx mTix X X
fp COS —— COs ——dx = %fp [cos —(n+m)+cos—(n—m)]dx
7 p p -
_p [sen %(n+m) sen %(n—m) ]P
- 2n (n+m) (n—m) -p

=0
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(iif) Las funciones Senos con diferentes argumentos son ORTOGONALES ya
queVn,meIN, n+m,

f_};sen@senmdx = %f [cos— (n— m)—cos—(n+m)]dx
ﬂ[ en—(n 1) sen—(n+m)]
2 (n—m) (n+m) —p
=0

Teorema 1. El subconjunto % en (1) de las funciones (geométricamente curvas) de
PCla, b] con el Producto Interno dado en Definiciéon 1, es Linealmente Independiente en
el sentido del Algebra Lineal.

Demostraciéon 1: En Algebra Lineal [1] se demuestra que en general, la Ortogonali-
dad implica la Independencia lineal de vectores, en consecuencia la demostracién
del teorema es s6lo un Corolario particular de un Teorema General.

Definicién 3. Un Espacio Vectorial con un Producto Interno se llama Espacio Euclidiano.

nmx mrtx

Teorema 2. Sea <{ cos T’ sen —— > el Espacio Euclidiano generado por las

}neNo,meN
funciones Seno y Coseno (geométricamente por las respectivas grificas) en 98. Entonces:

PC[—P, p] = <{ cos %' sen ?}neNo,meN>

Demostracion 2: La demostracion bajo el punto de vista matemaético es intere-
sante, ver por ejemplo [1, 2, 3].

Es importante tener claro que el conjunto # es una Base Ortogonal infinita
respecto al Producto Interno < f,g >= f_ ;; f(x)g(x)dx del Espacio Euclidiano

PC[-p,p]l, p > 0. Veremos mds adelante que esta propiedad de ortogonalidad
permite responder en forma simple preguntas muy importantes sobre las Series
de Fourier.

¢ Cuando dos fuciones diferentes , geométricamente respectivas graficas, son
muy préximas ?.

Para responder esta pregunta una posibilidad es pensar en el drea que queda
encerrada por las respectivas gréficas, por ejemplo en la figura 5, se tiene dos
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situaciones distintas ; Cudl par de funciones estdn mas préximas ?.

X = —p X = p X = —p X = p
Fig. 5
Para considerar el 4rea encerrada por las curvas simplemente se restan las gréficas

y para evitar compensaciones de area de una curva respecto de la otra se toma el
cuadrado de las diferencia de las curvas, mas exactamente la integral

f_ r;( f(x) — g(x))*dx nos mide el cuadrado del drea encerrada. Entonces se define:

Definicién 4. Si f, g € PC[—-p,p], p > 0 se define,

E(f,g) = f P( f(x) — g(x))*dx . Error Cuadrético Medio.
-p

Es claro de la interpretaciéon de la integral anterior, que si el error cuadratico
medio entre dos funciones es un nimero muy pequefio, geométricamente significa
que sus respectivas gréficas son curvas muy parecidas, por ejemplo el par de
funciones en la derecha en la Fig 5, corresponde a funciones més préximas que
el par de funciones en la izquierda de la figura.

Ejemplo 2. Numéricamente , las dos grificas en la Fig 4 tienen la siguiente proximidad
entre ellas E(1,senx) = f;(l —sen x)?dx = 3.

0 si -1<x<0

Ejemplo 3. Sean las funciones f(x) = 3, x € [-1,1]y g(x) = { 1 si 0O<xr<1

¢ Qué funciones se encuentran mis PROXIMAS de la funcion idénticamente nula ?.

Respuesta: Conceptualmente la proximidad depende de los valores de los siguientes
errores cuadrdticos medios:
1 1 1
EQ,f) = J,0- E)de =5
1 1
EO0,8) = [,0-gw)ydx= [ (1)%dx=1

Luego, la funcién f es mds proxima que la funcion g de la funcion nula

Se sabe del Algebra Lineal que todo Vector en un Espacio Vectorial se puede es-
cribir (representar) en forma tinica como combinacién lineal respecto de una Base.
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La unicidad significa que el juego de escalares que aparecen en la combinacién
lineal s6lo representan el vector considerado.

La idea anterior se puede considerar en el Espacio Euclidiano PC[-p,p], p > 0.
Sea f € PC[-p, p], entonces una representacion de f respecto de la base (1), es una
serie, en lugar de una suma finita, pues la base tiene infinitas funciones. La forma
es del tipo

(o]

nmx . .

(2) Z a, cos 7% o b, sen —) , Serie de Fourier.
n=1 p

donde es posible demostrar rigurosamente, que los coeficientes de la serie,

a0,a,,b, € R,n € N existen, son tinicos, dependen de la funcién y se pueden

determinar perfectamente como veremos mds adelante.

Importante. La convergencia de la serie 2, es en el Espacio Euclidiano
PC[-p,pl, p > 0, geométricamente es en el sentido que las gréficas de las sumas
parciales de la serie se aproximan, en el sentido del Error Cuadrético Medio,
a una gréfica final cuando el ndmero de término de la suma parcial aumenta
indefinidamente.

Més exactamente si se considera la suma parcial de la serie dada por

nmx

ancos—+b sen—) ,k>1

Sk(x) +

M»

do
2
n:l

Entonces, es posible demostrar [1, 2, 3], que el Error Cuadratico Medio , entre la
funcién f y las sumas parciales de la serie, es decir, E(f, Sk) — 0 cuando k — oo.
Geométricamente la proximidad de las graficas de f y de Sy tienden a coincidir
cuando el error tiende a cero. Esta propiedad se llama Convergencia en Media
de la Serie de Fourier a la funcién f y se escribe en este sentido la igualdad:

[o0]

nmx
(3) f(x) = B, E a, cos nrr b,sen —) , Serie de Fourier de f
2 — p )

Pregunta: ; Cuales son los coeficientes de la Serie de Fourier ?

Es posible demostrar [1, 2, 3], que bajo el punto de vista operatorio, es invariante
efectuar el calculo correspondiente a multiplicar la Serie de Fourier a efectuar la
multiplicacién, pero término a término. Considerando esta propiedad y multi-

. mmx oo
plicando segun el Producto Interno < f(x), cos o > con m € N arbitrario pero

tijo, se tiene de (3)
mrx R nmx nmx mrmx
(4) < f(x),cos — >=< — + a, cos — + b, sen —),cos —— >, m € N
P 2 Z ( p p ) p

O bien, término a término por propiedades del Producto Interno:
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mmx a mmx & nmx mrx

< f(x),cos — > = EO<1,cos—>+Z[an<cos—,cos—>
P nix  minx P
+b, < sen T,COS >
Pero por la Ortogonalidad de la base (1) y por célculo directo:
p 0 si n#m
nmx mrx nmxX  mmnx :

<cos—,cos—>:f cos —cos——dx={ 2p si n=m=0
P P . P P p si n=m=>1

Ademas se sabe del ejercicio interesante parte i) que:

nmx mmx ) . s
< sen —, cos —— >= 0, pues es una integral del producto de una funcién par
p

por una funcién impar en el intervalo [-p, p].

Entonces (4) se reduce a la expresion:
p 4 C
ff(x)cos@dx: 22P stom=0 =a,p, meNp
-p p ayp si m=n>0

Luego, los coeficiente a,, ,m € INy estdn dados por
1 (7 mmnx
ay = —f f(x)cosidx , m €Ny
PJp P

Andlogamente, multiplicando (3) segtn el Producto Interno < f(x), sen ? >
con m € N, arbitrario pero fijo se obtiene:
1 P
b = —f f)sen " dx , meN
PJ-p p

Por los célculos de mds arriba y cambiando el indice m por n. Los coeficientes de
la serie de Fourier estin dados por:

1 nmx
a, = Ef—Pf(x)COSde , T’IENO

) 1 nTx
b, = = [ f(x)sen——dx , neN
pf“’f p

Ejemplo 4. Sea la funcion definida por:

1 si 0<x<m : : :
f(x)={_1 si —m<x<0 € PCl-m,n] -, : : X

Fig. 6
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La funcién f admite una representacion en Serie de Fourier del tipo (3) con
p = 1, de la forma:

a o0
flx) = EO + HZ:; (an cos nx + b, sen nx)
Soélo falta calcular los coeficientes de Fourier (5). Entonces:

1 L s
ay = — f_ T; f(x) cosnxdx = 0, pues f es una funcién impar y la funcién Coseno
es par en el intervalo [, 1], respectivamente. Luego el integrando es impar en
el intervalo.

Para el calculo del coeficiente b,, nétese que el integrando es una funcién par
en el intervalo [-7t, ]. Entonces la integral se reduce
4
2 rn 2 —  si = —
b”:_fo sennxdx:—[—cosnn+1]: nmn si n=2-1, keN
T nm 0 si n=2k , kelN

Entonces, la representacion en Serie de Fourier de f, en el sentido de conver-
gencia en media estd dada por:

sen 3x | sen 5x sen(2k — 1)x ]

flx) = é[senx+ o —1

U
4 = sen(2k — 1)x
TC k=1 2k -1

La interpretacién del error cuadrdtico medio ( convergencia en media), para

gréaficas de las sumas parciales S,k = 1,2 y k = 4 se muestra en las siguientes

figuras:
Si(x) = 2senx Sy(x) = £(senx + 1 sen 3x)

LA AN
\VARVARVERV

S4(x)
Fig. 7

Comentario La igualdad entre una funcién y su Serie de Fourier en (3) en el
sentido usual de funciones, es decir, unicidad de imédgen para cada elemento en
el dominio, en general no es verdadera. Con el objeto de tener un resultado para
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igualdad en el sentido usual de funciones, es necesario reducir el conjunto de
funciones.

Definicién 5. Una funcion f € PC[—p,pl,p > 0 se llama Seccionalmente Suave, si y
solo si tiene derivada Seccionalmente Continua en el intervalo [—p, p]

La idea geométrica de la definicién anterior es que una funcién con derivada
continua, salvo a lo maés finitos puntos, es Seccionalmente Continua si no tiene
asintotas verticales en el intervalo [-p,p],p > 0. Tiene a lo maés finitas discon-
tinuidades, todas de primera clase en el intervalo.

Teorema 3. (Convergencia punto por punto ). Sea una funcién Seccionalmente
Suave f € PC[-p,pl,p > 0. Entonces su serie de Fourier, evaluada en un punto fijo
xo € [—p, pl es una serie numérica que tiene la suma:

w flxg)+ flg) .
Do, a cos 2 0+, sennnxo)z 2 B si_ X0 € (=p,p)
= p f-p )2+ ) et

Los coeficientes de la serie ag, a,, b, son los de Fourier de f.

Demostarciéon: La demostracion tiene interés matemaético y se puede ver por
ejemploen [1, 2, 3].

Geométricamente, el Teorema 3 de la Convergencia puntual dice:
i) Si xp es un punto de Continuidad de la funcién f en el intervalo abierto

(=p,p)- Entonces la grafica local de la serie numérica de f, alrededor del
punto xj es cualitativamente de la forma:

/" La suma de la serie numérica en el punto
: f(x0) coincide con la imagen del punto.

X0

Fig 8

ii) Si xp es un punto de Discontinuidad de Salto de la funcién f en el intervalo
abierto (—p, p). Entonces la gréfica local de la serie numérica de f, alrededor
del punto x, es cualitativamente de la forma:

f(X5) eer La suma de la serie numérica en el punto coincide
/: f(xty con el punto medio del salto de la funcién en el punto.
0

xg
Fig. 9
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iii) Si xp es el punto —p, o bien, el punto p, extremos del intervalo cerrado
[-p,r]. Entonces la gréfica local de la serie numérica de f, alrededor del
punto xy es cualitativamente de la forma:

~ ) La suma de la serie numérica en los extremos
* . del intervalo coincide con el punto medio del salto
f(-pe de la funcién en los extremos del intervalo.
Fig. 10

Ejemplo 5. Se sabe del ejemplo 4 que la grifica de la funcion f € PC[-m, 7] es:

—_— 1

x::—n x;() x=:7'(
Fig. 11

Es inmediato que la funcion f es seccionalmente suave. Por el Teorema 3 su Serie de
Fourier converge puntualmente y su suma estd dada por:

flxg) + f(xg)
é[ . sen 3x - sen(2k — 1)xo N ] _ — 5 Xo € (-7, )
et e T T | 15 e+ f)
> si xo € {—m, 1}

. Tt o > ,
En particular, xo = — es un punto de continuidad de la funcion. Entonces la Serie de
Fourier evaluada en este punto es una serie numérica que tiene la suma:

40 1 1 1 (~1)" m 1 1 1 (=1)"
=—|l-c+=-—c+...+ +...| obien,—=1--4+=-—c-+..+ +...,
n[ 37577 n+1 | obien 4 37577 n+1

Comentario: La suma de la serie numérica anterior, es una pregunta dificil de conseguir
sin el concepto de Serie de Fourier.

Se sabe que las funciones seno y coseno son periédicas en el intervalo (—oo, 00), en
consecuencia satisfacen las siguientes identidades:

cos E(x -2p) = cos(@ —-2nm) = Cos nrex

iy, VneNg
sen ——

(6)

nm nmx
sen —(x —2p) = sen(—— —2nmn)
P F P

Sea una funcién seccionalmente suave, tal que la suma de la serie en cada punto
(redefiniendo si es necesario las imdgenes), coincida con los puntos medios de los
saltos en los finitos puntos de dicontinuidad y tambien con los puntos medios
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de los saltos en los extremos del intervalo [—p, p] respectivamente (Teorema 3).
Entonces en el sentido de convergencia puntual

[o¢]

f(x)zEO Z ancos—+b an) , [=p,plp>0

=1

Sea en la identidad anterior, la traslacién en sentido positivo del eje de las abscisas,
x — x — 2p, entonces:

flx=2p) = EO+Z ancos—(x 2p) + b, sen?(x 2p)] , Ip,3plp >0

n=1
Pero por las identidades (6), la expresion anterior se reduce:

[o¢]

f(x—2p)5§0 Z ancos—x+b sen%x] fx), [p,3plp>0

n=1

La interpretacién del desarrollo anterior, geométricamente significa que la gréfica
trasladada de f, al intervalo [p,3p] es s6lo una traslacién de la gréfica de f, o
bien, una traslacién en p unidades en sentido positivo del eje de las abscisas, de
la gréfica de la Serie de Fourier en el intervalo [-p, p].

Anélogamente se puede considerar la traslacion a izquierda, x — x + 2p del eje
de las abscisas y se obtiene f(x) = f(x + 2p) en el intervalo [-3p, —p], es decir, la
gréfica trasladada de f al intervalo [-3p, —p] es s6lo una traslacién de la gréfica
de f, o bien, es una traslaciéon en sentido negativo del eje de las abscisas, de la
gréfica de la Serie de Fourier en el intervalo [-p, p].

La situacién descrita es més general. Como las identidades (6) se satisfacen
¥n € Ny, entonces repitiendo el argumento descrito para la traslacion ;
x — x—=2np , Yn € Z, se tiene que f(x) = f(x — 2np),n € Z,, en el intervalo
[2n —1)p,(2n + 1)p], Vn € Z,.

Finalmente la gréfica de f, o bien, la gréfica de la Serie de Fourier (que es la
misma de f) se repite por periocidad en cada intervalo de la forma
[2n —1)p,(2n + 1)p], Vn € Z,.

Luegosi f € PC[-p,pl,p > 0, secionalmente suave, por la convergencia puntual
se puede definir, usando la Serie de Fourier, una extensioén peridédica a todo los
numeros Reales

— nrx
F:(-00,00) > R , talque, F(x) = Z ancos—+b nT)

n=1
Los coeficientes de la serie ag,a,,b,;n € IN son los coeficientes de Fourier de

f. La funcién F se llama Existencia Periédica de f. La figura siguiente ilustar
cualitativamente, por ejemplo como son las gréficas de F.
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/////
AT

Fig 12

Ejemplo 6. Consideremos la grifica de la funcion del ejemplo 4. Entonces la grifica de
la existencia periddica de f es de la forma:

®
®
{ 4
®
®
=

| -1
x:'—nx:o X=T7
Fig. 13

Comentario: Enlas aplicaciones de las Series de Fourier, todos los instrumentos
disefiados para comprender funciones que modelan fenémenos aplicados, mues-
tran las existencias periddicas de las respectivas Series de Fourie. Por ejemplo en
medicina para entender el funcionamiento del corazén se usa los Electrocardio-
gramas.

Del Algebra Lineal, se sabe que las representaciones de vectores en términos de
una base son tinicas. En consecuencia las series de Fourier, o bien, las respectivas
existencias periddicas de las Series de Fourier son tinicas. Esta propiedad permite
conocer la Existencia Periddica de una funcién con un minimo de cédlculo. Por
ejemplo, en la Trigonometria es muy conocida la identidad;

1 1
sen’x = 5 Ecost

Si se interpreta esta identidad bajo el punto de vista de las Series de Fourier, se
tiene que el segundo miembro es una Serie en términos de las funciones cos0
y cos2x que son s6lo dos funciones con coeficientes no nulos. Los coeficientes
de Fourier restantes a,,n # 2y n # 0y b,,n € N son todos nulos. Luego por
la unicidad de las Series de Fourier, el segundo miembro de la identidad es la
Serie de Fourier de la funcién f(x) = sen’x en el intervalo [-7, ]. La existencia
periddica de la funcién es la gréfica

—TT e
Fig. 14
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¢ Pregunta Interesante ? Supongamos una funcién seccionalmente suave pero
definida en un intervalo no centrado respecto del origen, f : [0,p] = R, p > 0.
Interesa por alguna razén una representacion en Serie de Fourier. Una respuesta
posible es intentar repetir la idea desarrollada en (2), donde el intervalo conside-
rado esta centrado respecto del origen.

El problema se reduce a considerar una extensién de f, de tal suerte que la
extension este definida en un intervalo centrado respecto del origen de la forma
[-p,pl,p > 0. Geométricamente la pregunta planteada es la siguiente:

Fig. 15
Existen infinitas posibilidades de extensiones de f a un intervalo centrado res-
pecto del origen. Con el objeto de simplificar cdlculos, se consideran extensiones
seccionalmente suaves, de tal suerte que la extension presente una simetria en el
intervalo [-p,p] ,p > 0,

Caso 1 Extensiéon Impar
f(x) si O0<x<p
Sea la extensidn definida por I(x) ={ —f(-x) si -p<x<0 ,p>0
0 si x=0
La extension es Impar en el intervalo [-p, p]. Geométricamente su gréfica
tiene simetria central respecto del origen y es cualitativamente del tipo:

alaly
U
X*=-p
Fig. 16 o .

La extension impar I € PC[-p, p] es seccional-
mente suave en el intervalo pues f es seccionalmente suave en [0, p] y en el
intervalo [—p, 0] es la curva simétrica respecto del origen. Luego el ntimero
de discontinuidades de salto es finito (a lo méas el doble méas uno de las
discontinuidades de f).

Como I € PC[-p,pl,p > O, por la convergencia puntual, la extensién
Impar tiene una Serie de Fourier cualitativamente del tipo

I(x) = %O + i(an cosnrg + b, senr%x)

n=1
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Laigualdad: porserI € PC[-p,p],p > Oesen el sentido del error cuadratico

medio (convergencia en media) como tambien en el sentido de convergen-

cia puntual pues I es seccionalmente suave en el intervalo [-p, p],p > 0.
Los coeficientes por célculo directo estdn dados por:

1
a, = ]; f_ 1; I(x) cos np%xdx = 0,n € INy, pues el integrando por la extensiéon

impar, es claramente una funcién impar en el intervalo centrado respecto
del origen. Este calculo dice que la Serie de Fourier no contiene ni término
constante (corresponde a Coseno de cero) ni funciones Coseno.

Los coeficientes por calculo directo de las funciones Seno son:

p p
bnzlf I(x)sen@dx:gf f(x)sen@dx, nelN,
PJyp p P Jo p

pues I(x)lpp = f(x) y el integrando por la extension Impar es Par en el
intervalo centrado respecto del origen.

Finalmente, por la convergencia puntual de la Serie, se tiene la repre-
sentacion Senoidal de la funcién f en el intervalo no centrado [0,p] , p > 0

f) = Lbusen™ xelop]
@)
b, = l% fop f(x)sen ?dx

Observacién: La igualdad anterior no es en el sentido vectorial del

error cuadréatico medio (Convergencia en media) en el Espacio Vectorial

PC[—p, p] pues f no es un vector del espacio ya que dom(f) = [0, p] # [-p, p].
Caso 2 Extensi6n Par
f(x) si 0<x<p
f(=x) si —-p<x<0
extension es Par en el intervalo [-p, p],p > 0. Geométricamente su gréfica
tiene simetria axial respecto del eje de las ordenadas y es cualitativamente
del tipo:

Sea la extension definida por P(x) = ,p>0La

X=-p X=Pp

Fig- 17" 1 4 extension par P € PC[~p,p],p > 0 es seccional-

mente suave en el intervalo pues f es seccionalmente suave en [0,p] y en
el intervalo [—p, 0] es la curva simétrica respecto del eje de las ordenadas.
Luego el nimero de discontinuidades de salto es finito (a lo més el doble
mas uno de las discontinuidades de f).
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Como P € PC[-p,pl,p > 0y por la convergencia puntual de P, la ex-
tension Par tiene una Serie de Fourier del tipo

ag nrTx
P(x) = > +Z ancos— + b, senT)
La igualdad: por ser P € PC[-p,pl,p > 0 es en el sentido del error
cuadrético medio (convergencia en media) como tambien en el sentido
puntual pues P es seccionalmente suave en el intervalo [-p, p].
Los coeficientes por cédlculo directo estdn dados por:

1
b, = ;—? f_ 1; P(x) sen T ix =0 ,n € N pues el integrando por la extension

Par, es claramente una funcién impar en el intervalo centrado respecto del
origen. Este cdlculo dice que la Serie de Fourier no contiene funciones
Seno.

Los coeficientes por calculo directo de las funciones Coseno son:

p p
a, = lf P(x) cos O gy = gf f(x)cos @dx, n € Np,
pPJp p P Jo p

pues P(x)lo,) = f(x) y el integrando por la extensién Par es Par en el
intervalo centrado respecto del origen.

Finalmente, por la convergencia puntual de la Serie, se tiene la repre-
sentacién Cosenoidal de la funcién f en el intervalo no centrado [0, p] , p >
0

flx) = % + i a, cos@ , x€[0,p]
2 n=1 P
a, = Efop f(x)cos %dx , n €Ny

Observacién: La igualdad anterior no es en el sentido vectorial del

error cuadrdtico medio (Convergencia en media) en el Espacio Vectorial

PC[—p, p] pues f no es un vector del espacio ya que dom(f) = [0, p] # [-p, p].
Los coeficientes por célculo directo de las funciones Seno son:

p p
bnzlf I(x)sen@dx:gf f(x)sen@dx, nelN,
PJyp p P Jo p

pues I(x)lpp = f(x) y el integrando por la extension Impar es Par en el
intervalo centrado respecto del origen.

Finalmente, por la convergencia puntual de la Serie, se tiene la repre-
sentacién Senoidal de la funcién f en el intervalo no centrado [0,p] , p > 0

fx) = fbnsen”%x , xe[0,p]

n=1

2 nrmx
b, = - (x) sen —dx
P fo / p
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Observacién: La igualdad anterior no es en el sentido vectorial del
error cuadréatico medio (Convergencia en media) en el Espacio Vectorial
PC[—p, p] pues f no es un vector del espacio ya que dom(f) = [0, p] # [-p, p].
Caso 3 Extension sin simetria

Cualquier extension sin simetria, seccionalmente suave al intervalo cen-
trado respecto del origen , genera una Serie de Fourier con términos no
nulos tanto de funciones Seno como Coseno. Por la convergencia pun-
tual se puede considerar conceptualmente la restricciéon de la extension al
intervalo no centrado respecto del origen [0,p] , p > 0 y se tiene nuevas
representaciones de f en término de Senos y Coseno.

Observacion: Las diferentes representaciones de f en el intervalo
[0,p] , p > 0 no son en el sentido de Fourier como una combinacién lineal
respecto de una base (punto de vista vectorial) pues f no es un vector del
Espacio Vectorial PC[-p, p].

Ejemplo 7. Sea la funcién f(x) = n , —n < x < 0. Considere una extencién F
al intervalo [-n, ], de tal suerte que la funcion f tenga una representacion en serie
Senoidal de Fourier.

Respuesta: Para conseguir una representacion de f, en Serie Senoidal de Fourier es
necesario considerar una Extension Impar F al intervalo [—m, 1t], en efecto sea la extension
Impar:

n si —n<x<0
Fix)={ -1 si 0<x<m
0 si x=0
Entonces, F tiene una representacion Senoidal de Fourier en el intervalo centrado respecto

[o¢]

del origen [-m, ], F(x) = ), b,sennx , donde la convergencia de la serie es tanto en el
n=1

sentido de convergencia en media como en el sentido puntual. Los coeficientes Senoidales

son:

1 (" 2 (" 2 2

b, =— f F(x)sennxdx = — f —T1sen nxdx = —[cosrm - 1] = —[(—1)” - 1]

T J_n T Jo n n
0 si n=2k,kelN

Luego, by, =3 % 6 n=2k—1 . Por la convergencia puntual de la serie:

« sen(2k — 1)x

fx)=mn=-4Y) , en el intervalo [—1t, 0]
i, 2k—1
Observacion: Notese que S1(X) = —4senx, es una primera aproximacion de la ex-

tension Senoidal de F.

Consideremos una pregunta més general sobre representaciones de funciones
seccionalmente suaves, definidas en intervalos mas arbitrarios de la forma
[a,b] , a < b. Laidea de una respuesta a esta pregunta es considerar la existencia
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periddica de la funcién y luego buscar un intervalo centrado respecto del origen
de tal suerte que la respectiva existencia periddica coincida, puntualmente con la
funcién en el intervalo [a, b]

Supongamos una funcién seccionalmente continua y seccionalmente suave
f :[a,b] - R donde a < b. Geométricamente su gréfica, por ejemplo cualitativa-
mente es de la forma:

als
~

X=a  x=}

Fig. 18
Sea F : (=00, ) — R, la existencia periddica de f. En el intervalo centrado
respecto del origen, [—l%”, l%”] no necesariamente se tiene una representacion de

la gréfica de f pues el intervalo [a, b] repetido por periocidad, no necesariamente
coincide con un intervalo centrado respecto del origen. Supongamos por ejemplo
que la situacion es la siguiente:

x=a x=V

Ao N
i~

— _b=a — b-a
X=-% X=7

Fig. 19

a . .
Para p = ——, en el intervalo centrado respecto del origen [ - —

la extencia periddica F de f, restrigida al intervalo es seccionalmente continua y
seccionalmente suave pues por hipétesis f tiene ambas propiedades. Entonces
por (3), admite Serie de Fourier y es de la forma:

) - 2nmx 2nmx
F(x) = +Z(ancos—a + b, sen b—u)

La convergencia de la Serie es tanto en convergencia en media como puntual. Los
coeficientes de la Serie estdn dados por (5) y son:

2 ba 2

a, = mf_él—"(x)cos LUSHN , n €Ny
_ > _
2 b nmx

bn = mf_b_?,lf(x)senb_adx,nelN
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Pero,
bos 2nmx W 2nmx bea 2nmx
f_bT (x)cosb_adx = f_%F(x)cozsb dx + f F(x) cosb adx
= f:F(x)cos 5 f F(x)c os d
b nmx
= fa F(x)cosb_adx
bes 2nmx
beF(x) cos dx = f,,aF(x) cos dx f P(x C0S 3= adx
bea 2 nmx | 2nmx
beF(x) cos dx = j; F(x) cos o dx +fa F(x) cos b—adx ,

Pues en la F1g 19, la curva en el 1ntervalo [—;” a’] es la misma curva que en

el intervalo [b;, b]. La curva en el intervalo [a/, = %*] es la misma curva que en el
intervalo [a, bl]

2nmx

dx— ff(x) os dx n € Ny

Anélogamente el Coef1C1ente Sen01da1 de Fourler estd dado por:
2 b 2nmx

= b—af“ f(x)sen = dx

En forma similar se demuestra otros casos sobre la posicién del intervalo

[a,b] , a < b, repetido por periocidad, respecto de una posicién centrada en
el origen del sistema de coordenadas.

Luego, a, = f F(x)c os

2nnx

bn:—f F(x)sen , n €N

La tabla siguiente resumen las férmulas del caso general:

g 2nmx 2nmx
flx) = 2+n21<ancosb_ +bnsenb_a)
a, = —fbf(x os dx n € Ny
b, = — f f(x) sen dx nelN

Comentario: Se sabe de un curso de Célculo Real, que el término general de una
serie numérica converge a cero. Esta propiedad es una condicién necesaria para
la convergencia de la serie numérica. Andlogamente el término general de una
serie de Potencias tiene lite cero, condicién necesaria para la convergencia de la
serie de Potencias.

Pregunta: ; Propiedades de los coeficientes de las series de Fourier ?
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Teorema 4. (Desigualdad de Bessel) Sea f € PC[—p, p], una funcién seccionalmente
continua en el intervalo centrado [—p, p],p > 0. Entonces:

§+ia+b2 ff(x)dx

n=

Donde ay, a,,b, € R,n € N, son los coeficientes de Fourier de la serie de Fourier de f.

Demostraciéon: De (3) y (5) se tiene que en el sentido de convergencia en media la
funcion f se puede representar por una serie de Fourier en el intervalo [-p,pl,p > 0,

0 - nrix
fx) = E+; ancos—+b nT)
Sea Si(x) = E + Z (an cos 17X b, sen %) la suma parcial de la serie de Fourier

parak > 1. Entonces por el error cuadrdtico medio, propiedades del Producto Interno del
Espacio Euclidano PC[—p, p] y la ortogonalidad en (1) se tiene:

0 < E(f, Sk) [1f(x) = Sk(IP =< f(x) = S(x), f(x) — Si(x) >
< f(x), f(x) > =2 < f(x), Sk(x) > + < Sk(x), Sk(x) >

fp fH)dx — 2[<f(x) >+Z < f(x),a, cos = > +

nmx o 4o
Z <f(x),bnsen7 > ]+ <3, F>+
n=1
k
Y a2 < cos ™ cos MEE > 4 Z b? < sen X, sen 11X >
n=1 P P n=1 P P
Pero por la Ortogonalidad de la base de funciones Senos y Cosenos del espacio Euclidiano

PC[-p,pl,p >0

<f,1>
3= j;p = < f,1>=ap
<f(x),cos”%>
a, = = <f(x),cos%zanp,ne]N
<f(x),sen”r%x>
b, = ; = <f(x),sen”%zanp,nelN

Reemplazando estas 1iltimas identidades en el desarrollo de mds arriba:

O<ff2(x)dx 2[ p+Zanp+pr] 02p+2anp+2bp 0 bien,

DY ()< AWECU PR

Nlom
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Nétese que la integral del sequndo miembro de la desigualdad anterior es independiente
de k. Entonces interpretando el resultado, el sequndo miembro es una cota superior para
la serie numérica del primer miembro de términos no negativos.

Luego por un Teorema conocido de convergencia de series numeéricas del cdlculo real, la
serie numeérica de los coeficientes de Fourier converge y tiene suma menor o igual que la
cota superior, es decir se tiene la desigualdad de Bessel

+i a +b2 ffz(x)dx

n=

NS

Comentario Importante De la demostracién anterior del Teorema 4, sobre la
desigualdad de Bessel, se deduce la equivalencia:

2
E(f,Sy) = ffz(x) pEO+Z(a +12)], VkeN

Entonces es clara la siguiente identidad: El error cuadratico medio, E(f, Sx) — 0
cuando k — oo siy sélosi, Vf € PC[-p,p],p >0

+Z a;, +b2 E f f*(x)dx , IdentidaddeParseval

n=

NS

La afirmacién anterior tambien se puede interpretar como:

nmx mrx

B = { cos —, sen —— es una base del Espacio Euclidiano PC[-p, p],p >

} nelNg,melN
0 siy s6lo si la identidad de Parseval se satisface Vf € PC[-p,pl,p > 0

Otra conclusion sobre los coeficientes de Fourier es la obtenida por Riemann:

Bajo la hipétesis del Teorema 4 de la desigualdad de Bessel, la serie numérica de
2

a (oS}

o . . 0 Z

los coeficientes de Fourier, >t Y (aﬁ + bi) converge. Se sabe del Calculo real que
n=1

el término general de una serie numérica converge cuando el indice del término

general tiende a infinito. Méas exactamente:

lim (afl + bfl) =0 = lima, = lim b, = 0, més explicitamente :
n—oo n—-oo n—oo

n—oo P

lim 1 f f(x)cos de =
lim ! f_pf(x) sen de =0
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1
Es inmediato que los limite son independiente del factor ;, entonces se tiene que

los limites de las integrales son cero.

lim f_r; f(x)cos @dx =0

Teorema de Riemann
lim f_}; f(x)sen %dx =0

La propiedad, del valor cero de los limites de los coeficientes de Fourier, para
Series de Fourier bajo la hipétesis de convergencia, (andlogamente a las series
numéricas) es unacondicién necesaria para la convergencia de una Serie de Senos
y Cosenos. Esto significa, bajo el punto de vista de la 16gica matematica, que si se
tiene una Serie de términos en Senos y Coseno , no necesariamente es de Fourier.

Contraejemplo Sea la funcién del ejemplo 5, redefiniendo si es necesario, como
nulas las imdgenes de los puntos —m,0,m € [-7, 7], bajo el punto de vista del

Calculo Real, por el Teorema 3 se tiene la equivalencia puntual para funciones,

4 = sen(2n—1)x
fx) = - % Si derivamos la identidad término a término en el caso
n=1 -

de la serie, en puntos diferentes del origen en el intervalo abierto (—7.7) se obtiene

4 e
operatoriamente la derivada f'(x) = - Y. cos(2n — 1)x. Pero los coeficientes de la

n=1
4 4
serie Cosenoidal son a,, = p ¥n € IN, de donde es inmediato que lim a,, = - # 0.
n—oo

Luego la serie Cosenoidal de la derivada de la funcién I'l No es una serie de
Fourier !!. Veremos en lo que continua una explicacién del porqué ocurre esta
situacion falsa.

Pregunta ; Bajo que condiciones es verdadero derivar (integrar), término a
término, una Serie de Fourier ?

Teorema 5. (Derivacién término a término) Sea f € C(—o0, 00) una funcién continua
y periddica de periodo 2p > 0, con derivada f’ seccionalmente continua en el intervalo
[-p,prl,p > 0. Entonces la serie de Fourier de f’ es la serie de Fourier de f, derivada
término a término. Ademds la serie de Fourier de f’, converge puntualmente si la sequnda
derivada f" existe.

Demostracion: La demostracion es de interés matemdtico y el lector puede consultar
[1,2,3]

Comentario: La hipétesis de Continuidad de la funcién es esencial. Sin esta
hipétesis se puede tener, por ejemplo, la funcién definida en el ejemplo 5, que
tiene una discontinuidad de salto en el origen. Sabemos por el contraejemplo
descrito mas arriba que la derivacién término a término de la Serie de Fourier de
la funcién, en este caso, no es una serie de Fourier .
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Teorema 6. (Integracion término a término ) Sea f € PC[—p, pl,p > 0, una funcion sec-
cionalmente continua definida en el intervalo [—p, p], p > 0y en el sentido de convergencia
en media la representacion en Serie de Fourier en el intervalo

[o¢]

do nmx
flx) = > ; ancos— +bys HT)
Entonces la funcién definida por: F(x) = fo f(tdt , x € (—p,p) admite representacion
en Serie de Fourier que converge puntualmente en el intervalo abierto (—p, p). Ademds la
Serie de Fourier estd dada por
) —bycos B + [ay + (1) a0l

g Py by P
Hdt = — — + sen
fom DWEE) . -

Demostracion: La demostracion es de interés matemdtico y el lector puede consultar
[1,2,3]

=S

Comentario: Es recomendable no usar directamente la férmula del Teorema
6. En un caso concreto es preferible integrar directamente término a término la
Serie de Fourier de la funcién f. Po ejemplo, la integracién directa del término
constante entrega el resultado:

j(;x Fdt = Fx , x € (—p,p). Pero g = HZ::lﬁn sen = por ser el integrando una
funcién impar en el intervalo [-p,p],p > 0. Calculando el coeficiente 8, =

2 fop g sen ©=dx, se obtiene por calculo directo que 8, = %(—1)”“, de donde la in-

ap & (-1)™'  nmx
tegral del término constante estd dada por: fo D gt = %p Y ( rz sen — X €
n=1

(-p.p)
-1 si —m<x<0
1 si 0<x<m

ejemplo 5, se sabe que la representacion, en el sentido de convergencia en media,
42 sen(2n — 1)x
T 2n-—1

Ejemplo: Sea la funcién , f(x) = € PC[-mn, ] . Por el

estd dada por la Serie de Fourier Senoidal: f(x) = . Entonces,

integrando término a término:

* 4 o cos(2n A 1 4 x> cos(2n — 1)x
fof(g)dé_?; (2n — 1) o_E;(zn—l)fE; (2n — 1)?
si 0<x<m

Perof F(E)dE = { -x si —n_s x<0 :|x ’

Luego por el Teorema 6, en el sentido de convergencia puntual, se tiene la
representacion en serie Cosenoidal de Fourier de la funcién valor absoluto en el

x €[-n, ]
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intervalo [—7t, 7]

[e¢]

Ay 1 4 cos(2n — 1)x
'x'_n;(Zn—l)z n; a1 ¢ reln

Ejercicios Propuesto :

. . . -1 si —-m<x<0

1) Considere la funcién definida por, f(x) = 1 si O<x<m

i) Encontrar la serie de Fourier de la funcién f.

ii) ¢ Cuadl es el error cuadrético medio que se comete ?, al aproximar la
funcién f por el primer término de la serie de Fourier S;(x), encontrada
en i).

iii) Haga un bosquejo de las graficas de f y S;.
0 si —-m<x<0

-2 si 0<x<m

i) Encontrar la serie de Fourier de la funcién f.

ii) ¢ Cudl es el error cuadratico medio que se comete ?, al aproximar la
funcién f por el primer término de la serie de Fourier S1(x), encontrada
eni).

iii) Haga un bosquejo de las graficas de f y S;.
3) Seala funcién f(x) =m , - <x <0
i) Considere una extencion F al intervalo [-7, ], de tal suerte que la
funcién F tenga una representacion en serie Senoidal de Fourier.

ii) ¢ Cual es el error cuadratico medio que se comete ?, al aproximar la
funcién F por el primer término de la serie Senoidal de Fourier S;(x),
encontrada en i).

iii) Haga un bosquejo de las gréficas de F y S;.

4) Sea la funcién definida por: f(x) = é 21 ; i i i g . Encontrar una
representacion en serie Cosenoidal de Fourier, de tal suerte, que la existen-
cia periddica de la funcién, evaluada en el origen sea una serir numérica
con suma exactamente igual a uno.

2) Considere la funcién definida por f(x) =

. .. -1 si 0<x<m
5) Sea la funcién definida por: f(x) = { 0 si —m<x<0
i) Calcular la Serie de Fourier de la funcién.
ii) Calcular el error cuadrtico medio E( f,S2), donde S, es el segundo
término de la suma parcial de la Serie.
iii) Haga un bosquejo superpuesto, de las gréficas respectivas de f y S,
iv) Usando la identizdad de Parseval, demostrar o refutar si
& 1 v

;1Z=:1 (2n - 1) "8
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6) i) Encontrar unarepresentacion enserie Senoidal de Fourier dela funcién
f(x) =|cos x| en el intervalo abierto x € (0, 7)
ii) Haga un bosquejo de la existencia periédica de f.
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